SUR LES COVARIANTS IRREDUCTIBLES DU QUANTIC 
DU SEPTIÈME ORDRE *. 


[Comptes Rendus, Lxxxvi. (1878), pp. 505—509.] 


M. CAYLEY a eu la bonté de calculer pour moi, par une méthode propre 
à lui, la fraction génératrice pour le quantic (x, y) dans sa ni réduite. 


Il trouve que son numérateur est 
a .1 

Hal (-x-a8- x5) 
+a? (+2? at 276 + 28 + 10) 
+a8 (27-29 - œil — g1) 
Hai (2x4+48 + x11) 
Hab (x +223 — x? — xl) 
Hab (—-1+222- 24 — x8 — 10 + x12) 
qal (4x + 45 — gT — 29 + pil x13) 
Ha (2 -— x? -— 326 — 3x8 — x0— x12) 
+a? (x483 + 25 — x1 + 2x9 + 2x183) 
+ a10 (— 14422- xô - 2x8 — 2710 — x14) 
Hall (5x + 3x3 + 2x5 — x — 2x9 — xl + x13) 
Hal2(5 +202 — 428 — 628 — 410 — 12 — 2x14) 
+ al (x — 4x5 — 4x7 — x? + g! 4913) 
+ alt (2+ 50? + xt + xê — 28 + 8x12 — x14) 
+ alô (Bx — x3 — 26 — Ta — 529 — g! — w13) 
+ a16 (6 + 322 + 3x4 — 426 — 328 — x12 + 514) 


+ al (-— x — 2x8 — 9x5 — 8x7 — 4x9 — Ball + 4x13) 
Hal (2 + 622 + xt + 226 + 228 + x10 + 6x12 + 2x14) 


+ a36 14 

+a% (— a — œil — x13) 

+ at (xt + 26 + 278 + 2104 12) 
+a3(-x-x23-x25-x1) 

Hat (1+ xê + 2x10) 

Hall (— g3 — x5 + Qi + x18) 

+ a30 (x2 — at — 6 — x10 — 212 — r14) 

+a? ( — x +æ — 26 — x1 + 4a? + 4a!) 

+ a28 (— x? — it — 306 — 3x3 — x12 + 2x4) 
Hall (2x + 25 — z7 + x? + 301 + l3) 

+ a26 ( — 1 — 2x4 — 2x8 — x8 + 4010 — FIA) 

+a% (x — x3 — 2205 — g1 + 2x9 + Bx! + 5x13) 
+ a24 (2 — x2 — 4x4 — 6x6— 428 + x10 + 521) 
+423 (+ 42 + g3 — 25 — 4x7 — 409 + x13) 
+a2(-1+822 - 204 + x8 + w10 + 5x12+ 221) 
+ al (— w- x — 5x5 — 7x7 — 29— x11 8218) 
+ a20 (5 — x2 — 326 — 4x8 + 310 + 3x12 + 6x1!) 
+a! (4x — 323 — 45 — Ba — 9x9 — 2g — xl) 


Quant au dénominateur, on sait d'avance qu'il est 
(1 — ax) (1 — aa’) (1 — ax) (1 -- ax?) (1 — af) (1 — af) (1 — a!) (1 — a) (1 — a”). 


Pour obtenir la fraction génératrice sous sa forme canonique, je multiplie 
le numérateur et le dénominateur de cette forme réduite chacun par 


(1 + af) (1 + a) (1 + ax) (1 + azt) (1 + ax). 
[* See below, p. 144.] 
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Alors le dénominateur devient évidemment 

(1 — af) (1 — aœ) (1 — a) (1 — a”) (1 — ax?) (1 — aa) (1 — aa) (1 — ax?) 
et le numérateur devient P +Q où, pour trouver Q, on n’a qu’à substituer, 
pour un terme quelconque Kajas, le terme Kaa“, avec la condition que 

j +j =55 et e+e = 23. 

On voit que la fraction sera alors sous sa forme canonique, par la raison 
qu'on ne trouvera ni af, ni af, ni a*, ni a” dans le numérateur affecté du 
signe —. On comprend qu’en effectuant le développement de l’une ou 
l’autre expression, selon les puissances ascendantes de a et de x, le coefficient 


de aix exprimera le nombre total des covariants du degré j dans les co- 
efficients du quantic du septième ordre et de l’ordre e dans les variables. 


Je trouve alors, pour la valeur de P, l'expression suivante : 
W.1 - 
+a (a + a + a + à + al + a) 
+ at (2t + a + 228 + à! + xt) 
+a’ (x + 2a + 2074 2a + 20° a — x) 
+ af (a? + 2at + 3a + 2a + 2x — ai — as) 
+ a7 (3w + æ + Ba + a? + a — wi — 25 a + a) 
+a (2 + 3a? + Bat + Gaf + 300 — 201 — 2011 — g — 28) 
+a (3x + 52 + Ta + Da + Aa — at — 2015 — 205 — Ba — a) 
+ a (54? + at + Gas + Gas — 3070 — Ba + gi — Al — g — g) 
+ a (5w + 825 + 1 La — 4a — Dot + a — 3a — x") 
+ a (4 + 9a + Out + 1225 + 2070 — Ta — Eat — A — g + 2) 
+a” (9x + Sa + 1345 + 5a7 — a 
— 3v1 — 1321 — 9a — 3017 — al + a) 
+ a (4 + 9a? + 1224 + 152° — 29 — 3a 
— 1072 — 11a — 8a" — 3a! + 3x?) 
+ a” (9x + 122 + 16x° + 6x7 + 64° 
— Ta — 110 — Qal — 47 — 21 + Da + 229) 
+a (5 + 14a? + 1524 + 1245 + à a 
— 13g? — 4a — 100 — a8 + 3a” + 249) 
+a” (12% + 14 + 1745 — 5a — Ba — 17g” 
— 162% — 11g” — Sai + 227 + 3a”) 
+a (9 + 14a? + lhat + 14a — dat — 13910 
— 212 — 1801 — 1821 — g + 2a” + 5a”) 
+ a (15x + 16 + 184 + 27a7 — 82° 
— 19211 — 20715 — 20715 — 6x7 + 227 + 4a”) 
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+a” (6 + 14? + 18xt + 1245 — 8r'— 14270 

+ 222 — 1824 — 132" + 2a + 58” + Gr?) 
+a” (l4e + 174 + 19% — a — 8a° — 25x11 

— 23915 — 14g” — Da + Aa! + Sal + ka) 
+a? (9 + 172? + 15æ + llas — 848 — 184” 

— 312% — 1724 — 13416 + 6a" + 9a” + Da 7) 
+ a (17w + 172 — 2045 — 4347 — 189 — 324" 

— 26 — 2295 — 4a + 9a + 9a + 5a”) 
+ a4(8 + 174? + Ldaf + 92° — 1928 — 66x 

— 8701 — 24a — 1705 + 8015 + 9a” + 124?) 
+a” (15% + 1524 1745 — Ta? — 272 — 30a” 

— 32g” — 23015 + 3a" + Oui + 120” + 9x) 
+ a” (9 + 13a? + 14a + 65 — 2048 — 234 

— 350? — 19a — 102 + 100 + 14a? + 14a”) 
+a” (L4x + 152 + 138 — 1547 — 18% — 37a" 

— 314% — 172” + 3a + 1401 + 14a” + 6a”). 


Pour effectuer le tamisage, en observant qu'en vertu des formules de 
M. C. Jordan on peut négliger toute puissance de + dont l’exposant excède 
15, on obtient, pour les termes positifs de P et de Q qu’on doit obtenir, la 
table suivante: 


+ a (1 + 2a + 4a”? + 4a + Ba + Qal + Ga? + Ja? 
+ 8a” + 9a” + 6a” + Ja + 5a + 4a” + 4a + 209 + a) 
+ a (a + 80 + 5a” + 9a” + 12a” + 15a + 14a” + 17a” + 15a” 
+ 14a” + 14a” + 12a” + 9a? + 6a” + 5a” + 209 + 3a” + a) 
+ a? (af + 5a' + 5a” + 4a? + Qal + 145 
+ 14a! + 14a” + 17a? + 17a” + 1305 + 14a” 
+ 12a” + 9a? + 8a% + 205 + Ba + 2010 + a2) 
+ a (aè + 2a5 + a + 5a? + Ball + 8a% + 12a” 
+ 14a7 + 16a? + 17a” + 17a% + 15a” 
+ 15a” + 14a”? + Da + 9a” + 5a” + 2a” + 3a”) 
+ at (204 + 2a! + 308 + 4a! + 9a? + 12a1 + 15a" + 14a + 14a” 
+ 154” + 14a” + 14a” + 14a” + 9a” + 9a? + 4a” + 200) 
+ a (a? + 205 + 5a + Ta? + 1la” + 13a? + 16a” + 17a” 
+ 18a” + 19a” + 17a” + 13a7 + 10a” + 8a” + 6a” + 2a”) 
+ af (at + 3a! + Ga' + Gal + 12a? + 15a + 12a 
+ 14a8 + 1207 + 1142 + 9a” + 6a” + 3a” + 3a*) 
+ a (a? + 205 + a' + 2a? + 5a + 6a” + 27a”) 
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+ 2'(2a'4-2a' + Ga! + a" + a”) 

+ æ (a? + 2a' + 4a? + 6a” +a” + a”) 
+ a (af + Ba + 2a”? + a“) 

+ alt (a + a + 2a” + 2a”) 

+ 21 (2a$ + 2a” + af + a”) 

+ a (a! + 2a8 + 3a + a") 

+ at (at | ar + Ga“ + 4a + Jq? + a”) 
+a” (a? +a” + Gal + 2a9 + 2a”). 


Le tamisage étant effectué (ce qu'on peut aisément opérer par simple 
inspection), les termes et les coefficients numériques, qui seuls restent sains 
et saufs, toute soustraction faite, seront les suivants’ 

1, 2a°, 4a 4a, 5a', 90, a”, 
a'x, 8a'2, 5alz, Qa'r, 2a7z, ax, 
ax Sax), Sar, 4a!°x?, Aaa, 
aa, 2005, d'a, Baa, Sala, 
2a'i, 2a$at, Sax, da'x, 

das, 2a'x', Daa, Zala”, 

ataf, 2afaf, Sax, 

ax”, Lax, 


2atx, ax, 
dx, 2aÿx?, 
ax", 
aa, d'a, 
aa, 
ax, 


En ajoutant à ces termes ceux qui sont fournis par le dénominateur, 

c'est-à-dire 
a' a”, 225 a”, dot, do, d'a, aw, 

on a le tableau complet des invariants et covariants irréductibles du quantic 
du septième ordre, sous la convention qu’on comprend, par Kajas, K cova- 
riants du degré j et de l’ordre e De même 2af, aè signifiera trois invariants 
du degré 8; 4a”, 2a? six invariants du degré 12. Le covariant dénoté en 
haut par ax démontre que la limite inférieure pour l’ordre des covariants 
d'un système illimité de quanties, chacun d'ordre inférieur à n, est actuelle- 
ment atteinte quand n=7, et même quand le système illimité se réduit 
à un seul quantic, ce qui aussi a lieu pour n = 8 et pour tous les ordres 
inférieurs, sauf pour n = 3, dans lequel cas la limite 4, il est vrai, est atteinte ; 
Mais le système doit contenir au moins deux quantics. L'apparence des 
invariants, dont les degrés sont 14, 18 et 22 (nombres nécessairement pairs), 
est aussi digne d'observation. On en conclut (et même un seul de ces 
CoVariants servirait à établir la même conclusion) que 1 —a' paraîtra comme 
facteur dans la partie invariantive du dénominateur de la fraction génératrice 
Pour tout quantic dont l’ordre est pair et plus grand que 10. 
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